O zadaniu Malfattego. 
Napisał 


F. Mertens. 


Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. z d. 4. grudnia 1898. 
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Zadanie Malfattego brzmi jak następuje: 

Dane są na płaszczyźnie trzy proste p,, р,, Pa, nie przechodzace 
przez jeden punkt; wykreślić trzy koła K,, K,, К,, z których pierwsze 
stycznem jest do prostych p,, p, i do kół K,, K,, drugie do prostych 
pa Pa і do kół K,, K,, a trzecie do prostych p,, р, i do kół K, K,. 

Steiner !) uogólnił zadanie Malfattego, podstawiając zamiast danych 
prostych trzy koła. Zadanie natenczas tak brzmi: 

Dane sa na płaszczyźnie trzy koła k,, k,, k,; wykreślić trzy koła 
K,, K,, K,, z których pierwsze stycznem jest do kół k,, k,, K,, Kx, 
drugie do kor k,, k,, K,, К,, a trzecie do kół k,, k,, K,, K. 

Zadanie to uogólnione stanowi przedmiot niniejszej pracy. 


2. 


Równanie koła w jakimbądź układzie prostokatnym sprowadzić 
można do postaci 


а, (2-03) —2 (124-0) + a,) = 0 


1) Czasopismo Crelle'a Т. 1. р. 180. Рог. rozprawę H. Śchroetera w Tomie 77. 
tegoż czasopisma, 
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czyli, jeżeli użyjemy spółrzędnych jednorodnych, do postaci 


(1) a, (x; + 2) — 2 (@ z; +a,1, + a, 2,) 2, = 0. 
Spółrzędne jednorodne środka tego koła są: 
G; а,, а,, 
a promień 
__ Vai + a; + 2а, а, 
== > 
Jeżeli zaś a, = O, to równanie powyższe przedstawia parę pro- 


stych o równaniach 
©, + a,z, + а,2, = 0 
ы == ГЕ 
z których druga jest prostą nieskończenie daleka. 
Dla skrócenia oznaczać będę formę kwadratowa 
u; + uz T 2и, u, 
czterech zmiennych u,, w,, u, u, przez f, i położę 
шо, FUV +u 9, UV, = 
1 CE fe A A ofi ) 
2 +% +u, 2и. 


е Of, 
SE эе 


1 of, of, 
== 2 ( U, dv, +“, dr, +“, 
a jw. 


tak, że promień koła przedstawionego równaniem (1), równa się wyraże- 


пїп\/ 7 ° 


а? 


з 
Warunek styczności dwóch kół, danych przez równania: 


Gs (z; +«,)—2 (a, z, HaT, +, 2) sę 0 


(2) 
b, (x:-Haz) —2 (6,2, 40,2%, +b,z,) х, = 0, 
brzmi 
2 z 2 
(®-›-)+(-;-)-(үЁ+\^) 
czyli 


а, 
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po rozwinięciu kwadratu, uproszczeniu i rozmnożeniu przez 9 % b, 
otrzymujemy 

faa + V/A VA = 0. (3) 
Styczność zewnętrzna lub wewnętrzna zawisła od znaków pierwiastków 


VA VA” 


Równanie (3) wyraża jeszcze styczność prostej o równaniu 


(4) ах, HaT, +a, T, = 0 
z kołem: 
(5) Ó, (+00) — 2 (b,z, + 041, + 5,z,) z, = 0, 


jeżeli a, = 0; przechodzi bowiem w tym przypadku na 


Va; 4-а š VAF a,b, =F a, b, =0 
czyli na 
об, +a0, _ _ f 


b, Va; + aż b 


i poucza, że punkt o spółrzędnych $ , a czyli środek koła (5), ma 
3 s 


od prostej (4) odległość równą promieniowi Vs tegoż koła. 


Dwa koła przedstawione równaniami (2) przecinają się pod katem 
prostym , jeżeli 


czyli 


fa = 0, (6) 


Jeżeli zaś ilość a, albo obydwie ilości a,, ё, ва równe zeru, to waru- 
nek (6) wyraża prostokatność prostej (4) względem koła (5), a względnie 
prostokątność prostych przedstawionych równaniami: 

a,T, + a,X, + az, = 0 


bz, + 0,2, + 0,2, = 0. 


3. 
Niechaj dane będa trzy koła k,, k,, k, przez równania: 


а, (ж + ж) — 2 (a,z, + a,%, + aT) 2, = 0 
б, о 71 a= 2 (b, z, <> BB t б,ж,) 1, = 0 
C, (6 + ж) — 2(e,2, + от, + c,0,) z, = 0 


www.rcin.org.pl 


70 P. MERTENS. 


i przypuśćmy, że wyrażenia 


Ja, fos Je 


są różne od zera. Zadanie uogólnione Malfattego wymaga wykreślenia 
trzech kół K,, K,, K,, z których koło K, stycznem jest do kół k,, k,, 
K,, K,, koło К, do kół k,, k,, K,, К,, a koło К, do kół k. Kk. K,, 
K,. Przyjmijmy równania kół szukanych K,, К,, K, w postaci: 

u, (H) — 2 (ue, Hu. х,и) c, = 0 

Vs (i+ 13) а. 2 (v, X, +0,2, +- 9,2,) 7, cz 0 

w, (2-а) — 2(w, 2, Hw, L, FW, L) Z, = 0. | 
Styczności: koła K, do kół k,, k,, koła К, do kół k, k,, koła K, do 
kół k,, k, wyrażone są równaniami : 

клк. ЁЛ РАБ ДИЕ Ал КАЕ = 0 
(9 Ja t VEND S o PANIN Tem 0 

fa + Vf. VZ, = 0 foo + VFN Fo = 0, 


a styczność kół K,, K,, К, pomiędzy soba równaniami: 


„үйү = 0 
(8) Pa NNN 0 
„+ үлү = 0. 
Mamy tedy dla wyznaczenia dwunastu niewiadomych: 
u, M. 6, u, 
(9) v, РОДЕ: v, 
w, W, w, w, 


dziewięć równań (7) i (8). Równania te wystarczają do wyznaczenia 
niewiadomych, ponieważ tak niewiadome u,, u,, u,, w,, jako też v, vy, 
V, U, 1 Wi, W, Wg, w, we wszystkich równaniach zachodza jednorodnie. 
Aby było można użyć jak najprostszego sposobu do rozwiazania 
powyższych równań bez naruszenia ogólności, należy nasamprzód roz- 
strzygnąć, czy pomiędzy rozwiązaniami tychże równań moga zachodzić 
takie, dla których jedno z wyrażeń fu, fo, fo ma wartość zero. 
Przypuśćmy wszystkie równania zadania spełnione i niechaj bę- 
dzie n. p. 
J. = 0. 
Natenczas będzie: 


(10) š = fou = fu ==. fx, = fw = 0, 
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Oznaczmy przez t,, #,, É, £, ilośel dowolne i przez (pqrs), dla 
skrócenia, wyznacznik 


Р Ps Ps Р, 
41 4: 4% 74 


(pars) = 

Fo е; r, 

BOZE CSI 

Rozmnożywszy wyznaczniki 

t, ts t, É, АҺ, b АҺ 
„M Wr "Чо Uas yy W 
KG 870% | „EE FIU ZAGRA? 
W, W, Wz w, 0, W, >) AB 


wierszami przez siebie, otrzymujemy 


fes М, fos fe 
Jas. łaa fa Foe 
fa; fay Fr e 
fe, Р fos Je 


— (tuvw)? 


a na mocy równań (8), (10) 
fe; Ja; Ju, Jw 
fe ha SEE. 
| APN SS а = 
| far bę hi fk 


(tuow)'=— | 


czyli 
(tuvw) = 0. 


Ponieważ zaś t,, t,, £,, t, są ilościami dowolnemi, przeto wszystkie wy- 


znaczniki trzeciego rzędu, dajace się utworzyć z układu 
ty В 6 
п Ó ds VA (11) 
W, W w, w 


muszą być równe zeru i koła K,, K,, К, należa do tej samej wiązki. 


Moga tu zachodzić dwa przypadki według tego, czy także wszystkie 
wyznaczniki drugiego rzędu układu (11) równaja się zeru, albo nie. 
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Jeżeli wszystkie wyznaczniki drugiego rzędu układu (11) sa równe 
zeru, to tak ilości v,, 0,, 0,, v,, jako też ilości w,, w,, w, w, są pro- 
porcyonalne do u,, u,, Uz, u, 1 mamy 


.=0 f — 0. 


Jest więc według równań (7) 
ЙБ = 0 , 
f =0 . 


a zatem także 


Z równań: 
ja >0 _ fa = 0 f. =. 0 
zaś wynika, że kolo K, przecina wszystkie trzy koła dane pod kątem 
prostym. OQznaczywszy więc koło prostokątne do kół k,, ką, k, przez k, 
widzimy, że w przypadku, w mowie będacym, każde z trzech kół К, 
K,, K, jest kołem k. 
Jeżeli wyznacznik postaci 


Pa PB Рү 
da 48 4 
Tra TE Ty 
oznaczymy dla skrócenia przez (p, 98 ry) i położymy 
EE (а, b; c) + (a, б, Жык i (a, aaa, (а, а,а,), 
to koło k przedstawione jest równaniem 
(a, b, WIEŻ + 12) — 2(— (а, б, c) ©, + (a, b, c,) 7, — (a, b, c, ) £3) T, = 0 
i równanie f, = 0 pociąga za sobą równanie 
e = 0. 


Koło więc prostokatne rozpaść się musi na dwie proste. Przypadek ten za- 
chodzi przy zwykłem zadaniu Malfattego i przy trzech kołach, przecho- 
dzących przez jeden punkt (prócz punktów kołowych urojonych nie- 
skończenie dalekich). 


Wyrażenie — e jest wyznacznikiem układu złożonego z dwóch 
układów 
а жо, 0,4, a, G, 
b, b, b, 1 б, b, 4 b, 
0, C, ox, Ид е cą 4 з 


Układ ten złożony brzmi 


LA fa Ya 
Ta % А 
Ja ja. 
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Jeżeli więc dla skrócenia położymy 


je „daj a 
A = ła Љ Р. 
Je fa h 
= Jah Je—la foo” — fa —J fa? + SP fa, 
to 
e=— А (12) 
i przypadek w mowie będący określony jest warunkiem 
Az 12. 


Jeżeli wyznaczniki drugiego rzędu układu ( 1) nie są wszystkie 
równe zeru, to położyć można 
= №, + t, 
= hu, + uv, 
w, = Au, + үл, 
w, = Nu, + UV,» 
a zarazem, ponieważ koło /, do tej samej wiazki jak K,, К, należeć 
musi, będzie: 
с = PU, + 60, 
C, = ри, + 50 


C, = pu, + Gu, 


0, = ри, t= ару. 
u = G° улу 
Jeżeli = 0, to mamy: 
SAR =M 


1 i ST Olę E ё, 
Ja pi i pex Tara ҮЛ VA = 0 


fa > fa tef; = a Yo 5. 


a zatem 
fa fa — 2.3 = O. 
Jeżeli zaś u. nie = 0, to mamy: 
= = U. e Ta = u? Ë 


G 
w FR = G fr, = — fw 
U 
в? 
f == a*f, = ж I 
U 
Rozpr mat,-przyr. Т. XXVIII. 10 
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a zatem 


Ку о ГРЫ = (RE =) = 0. 


W obydwóch więc razach dwa z pomiędzy kół danych muszą być 
stycznemi do siebie. 


Jeżeli więc przypuścimy, że wyrażenia: 
f, f.— ЙЫЗ j REJ": Ж], = е 
są różne od zera, i jeżeli w przypadku А = 0 pominiemy rozwiazania, 
w których każde z kół szukanych jest kołem prostokątnem k, to ró- 
wnania (7) i (8) tylko takie rozwiazania posiadać moga, w których 
wyrażenia f,, fs, f, różnia się od zera. 


Można zatem dwunastu niewiadomym (9) nałożyć jeszcze warunki: 


pac а Wa © 


Natenczas równania zagadnienia (7), (8) przybierają postać prostszą : 


асу PERCY; 
VA Vf. 
АМЕ уа 
VA V/. 
безл) = i 
VA V/, 
fe = — 1 fa=—1 Zé = — 1 
f. = 1 ЧР. PASKA 


(13) 


Poleca się prócz dwunastu niewiadomych (9) wprowadzić jeszcze 
spółeczynniki równania koła, przecinającego koła szukane K,, K,, K, 
pod katem prostym, a które przez K oznaczę. Jeżeli koło o równaniu 


8, (zt -z3)— 2 (8,2, + 8,2, +8,T,)a, = O 


ma przecinać koła K,, K,, K, pod kątem prostym, to spółczynniki 
8,, Sa, 8, 8, spełniać musza równania: 


8 
fu = 0 СА ГР ые 7 
Równania te posiadają tylko jedno rozwiazanie, jeżeli wyznaczniki 


(14) (u, 0, w,), (u, Vs w,), (u, Vy w,), (u, Va w,) 
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nie sa wszystkie równe zeru. Utworzywszy, jak powyżej, wyznacznik 
układu złożonego z dwóch układów 


1 ш U; U4 U, и, Ug из 
1 0, Uz 0, v, 0, 0, Us 
0; W, 0; W, Wy 10, W, Ws , 


otrzymujemy równanie 


(w, 0 ws) (u, о, w,) + (u, о, w,) (u, о, W) + (u, V, w,)(u, v, w) + (15) 
=з (u, +Ç, w,) (u, 0, w, ) 


R fe Же T, —1, — 1 
= i F: „A =з =; A s] 
У te FM ia — І, = 1 
= — 4. 
Nie moga więc wszystkie wyznaczniki (14) zniknać i możemy położyć: 
1 
JR BELCE 2 (u, ts w,) 
s ЕЕ Н (и, %, t0,) 
£ = 2 ъ РӘ 4 (16) 
1 
8, = o (w, V, w; ) 
1 
у 2 (u, о, w) 
a na mocy równania (15) będzie 
f. = 1. 


Połóżmy dla skrócenia 
U = u, (x; + 235) — 2 (u, 2, + w, Z, F u, 2, ) X, 
V = v, (2? + 13) — 2 (v, ©, + %, Z, + V, z, )Z, 
W = x=, (zt + 23) — 2 (wx, + W, z, + t, z, ) z, 
В = 8, (G? 22) — 2 (8, z, + 8, 2, +8, 2,) 8, 


i obliczmy wyznacznik 


Z и, из Us 
GT DEO 
w, © Wp W; 


8, 8, 8; 
utworzony ze spółczynników wyrażeń U, У, W, 8. Rozwinąwszy go 
w tym celu według ostatniego wiersza, znajdziemy wyrażenie 


2 


— 8, (W 0, W,) + 8, (u, 0, W,)—8; (u, 0, Wy) + 8, (и, b, WJ), 
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które na mocy równań (16) przechodzi na 
— 2f, =— 2. 
Mamy więc 
(17) (uvws) = — 2. 
Jeżeli zaś wyznacznik (uvws) różnym jest od zera, to koła K, К, 


K,, K, do tej samej sieci należeć nie moga i równanie każdego koła 
płaszczyzny sprowadzić można do postaci 


AU ++ V +  W+ eS = 0, 


gdzie À, u, v, р oznaczają spółczynniki stosownie wyznaczone. 


4. 
Połóżmy dla skrócenia: 
a; (z; Б z) Zz 2 (a, 2, si a, 2, T а, AEA as 
V. 
b, (a: + z) — 20, 2, +h m, +), р 
Үл. 
C, (z; + ж) — 2(с, 2, + o, 2, + 0, 2,) 2, 259 
W. 
d, (x; + aż) — 2(d, a, + d, z, + d, z,)z, = D 
i określmy ilości d,, d,, dą, d, w następujacy sposób: 
Jeżeli A różne od zera, to położymy 


d =— (0, , с,) 
d, = (а, 0, 0.) 
d, = (а, ,е,) 
d, = — (а, 6, c) 
tak, że równanie 
Dw 0 


przedstawia koło prostokątne k do kół danych k,, k,, kę. Wyznacznik 
(abed) rozwinięty według ostatniego wiersza przybiera postać 

= d, (a, 5, c,) +d, (a, b, c,) — d, (a, 6, c,) + d, (a, b, c.) 
i ma według równania (12) wartość różna od zera A. 


Jeżeli zaś A = 0, to można obrać d,, d,,d,, d, dowolnie tak, aby 
wyznacznik (abcd) był różnym od zera. 
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Otrzymujemy proste rozwiazanie zagadnienia czyli równań (13), 
jeżeli wyrażenia A, В, C, D przedstawimy liniowo jednorodnie przez 
wyrażenia U, V, W, 8. 

Weźmy sobie za zadanie, sprowadzić wyrażenie А tożsamościowo 
do postaci 


А = AU +uV + vW + £S (18) 
przez stosowne wyznaczenie spółczynników niewiadomych A, u, v, р. 
Oznaczmy w tym celu przez t, 5; tę, £, dowolne ilości i pod- 


stawmy wartości 


Se Xu, + uw, + vw, + оз 
| Ah 1 pvi 1 Ps: 


a 
— = №, + u, + VW, + оз, 


lI 


À, + [5% + vw, + 088 


= = Nu, $ wa =P VW, Р P34 > 


= 
>| 
| 


wynikające z tożsamości (18) we wyrażeniu: 
Ja Qt, + at, + at, + a,t, 
Va үл | 
to otrzymamy {уш sposobem: 


Ja = Afa T Ufe t Yf t pa. (19) 


VA 


Jeżeli w tożsamości tej zastąpimy ilości nieoznaczone 4, , £,, ż,, Ё, 
kolejno ilościami: 


U, ; и; и, СЛ 


0 у Baa Vz; U 

Wi, 0%) Wz; W, 

s3 Sa > 83 ; 8, s 
a 
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to na moey równań (13) otrzymamy: 


=! н у 


7, pomiędzy tych równań drugie i trzecie dają 
À = 1 U = У, 


а następnie pierwsze, czwarte i piąte 


fas 


—— <a ee 2 
Vf. Чч 
0 · 


SES яр" 


\ 


czyli 
VALER. а 
Położywszy dla uproszczenia 2х zamiast р, mamy р = @° i 


(20) А = U + x° V + z° W + 208 


ag 


Ja = SM 


Tym samym sposobem znajdziemy równania : 
(21) B= AK + R ИЛЛЕ ДЕН, 
fe _ 1 2p 


łe _ gg. 


(22) PZG OPT PI + PS 
=. «41 — 27 


fa 2y. 
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Aby wyznaczyć niewiadome х, b, ү, połóżmy dla skrócenia 
f, Fa fa 
VA VF = l z = m = 1455; 76 
VANS WEW WW s: 
aa 1— yx =, 1— æ = с, 
i zastąpmy w tożsamości (19), która po podstawieniu wartości znalezio- 
nych na À, w, v, р przechodzi na 


= fa + a fx. + а? Р: 2a fu, 


ilości nieoznaczone 4,, to, t,, t, raz przez: 
С 
ЛА ТОМАТА 
с, KA C, ә; 
И МЕМ а 
Tedy otrzymujemy па mocy równań (13), (21), (22) 


KA: fs ‚Дь \ A эд Ja 
== = t = а? (28) 
тай уна VIE A ст, 


— 1+0 (1—26) — «© + 498 
1—2(1 — ag) = 1-— 20 
fe fa š gee x z fa 


a drugi raz przez: 


— у == PAC SA 2. = (24) 
Vga Vf. Vr. Aga р! Vf. 
= — 1 — a + (1—2y) + 4ay 
= 1— 2(1— xy = 1—2Ё 
Zupelnie podobnym sposobem znajdujemy 
fs | 
—— = l = 1— 2(1— byf = 1— 2а". (25) 
VA Vr. 
Mamy więc 
1—1 1— 
=1 Prasy "Mod Nago 
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Е 
а КЕ на, 
17е, 
Ve 
a= 
ПРА, Ааа 
2 
> 
Y = үз... 


gdzie 


(-VĘ)(-VĘ")0-V5") 
Pozostaje jeszeze przedstawienie wyrażenia D. Połóżmy 
(26) D=—3W+y)U— iHe) V — (+B) W--Y 8 
z którejto tożsamości, jak powyżej wynika 
(27) Ja =— O'Y) Su — Y(Y +) — Y (z В), + % f... 
Aby wyznaczyć niewiadome 
wi Br, К. 


zastapimy w tożsamości (27) nieoznaczone ilości ż,, ź t, kolejno przez: 


в) %› 
U, 2 СА ? и, , Us 
©, бо , Ug 3 0. 
Wi} Wa , W; 3 W, 
9, > 9, ‚ Sg » 5, 
LĄ a, G, G, 
VE NENN a LWY 
b, b, b, b, 
и дйн y) 
PY © Cz C, 
ГУА СУЛ MR 
Н Жу łaj EK; 


i połóżmy dla skrócenia: 
fa = Р а , Ѓ.а , 
үү, од е VE 
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Znajdujemy tym sposobem 
fu = -— (Ë + Y)-+ (Үү + e) + à He) = 
+) — 1(Y +e) + y (z +Ë) = P 
6 +7) — al +a) ilp) = Y 
а 
F = — (Ë +Y)(1—2a*) + š (Y +a) (+) 22, 
« «ję P PASY + 2ad' 
m = pea + Pp ү + 289 
n = үа + ү +Y + 298 
fa = — a (Ë+ у) Ја — i (ув) Sa — (© + B') fax + Ёё 
= $2 — Ву — үа — о 8. 
Prócz tego z tożsamości (20), (21), (22), (26), uważając 
ABRUD OF, W; B 


jako funkeye liniowe wyrażeń 


a% ah 
5 ° 
ll II 


а? + 2°, — 21,1, , — 2m,z, — 21%, 


wywodzimy równanie 


E ZE w, 22 
(abcd) 2", NE s SĘ 28 
—— — = (uws) : Ç 
Va ЙБ ҮЛ ү» ү, fia ra 
рт ^4 (Y + 0), —6(®+[), A 
czyli według (17) 

Жер; УУ WE 2u 

4) (abcd) В" , 1 ) p” , 26 

ЕТЕ" РЕБ, чу О И ,.- 


а ВУ y 


Aby równanie to rozwinąć, należy utworzyć wyznaczniki 


a? aż 2х 

О Р 808 
KAS 
| JOE W" | 
=]. Poe 7 
2 ry | 


Rozpr. mat.-przyr. T. XXVII. 
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507. АЕ 

Ó, = x же... x 
> ar I 

ЕЕ a | 
o = B2 1 B° 
Po cf 


Zmajdujemy 
Š, = 2x(1—P*y") + 2Ra? ү? — 282% + Zya? D° — ayaa 
= 2a (1—P4")— 2° (B + ү) (1 — By) 
= 20а (1 + PY — ap — ay) 
= Zza (b + c — a) 
8, = 205 (c + a— b) 
Š, = 2үс(а + b— с) 
Š, = 1— By? — үз? — a2 8° + da? Ву? 
= Í — (1—a)? — (1—0)? — (1—0)? + #(1—ау(1—Ь(1— s 
= 2 (be + ca + ab) — a2— 0%— с? — Rabe. 
Z tych równań wynika 
8,8, = dpybe (а®— (5—c)?) 
= 4 (1—a) be (a —bB%— с? + 20е) | 
= fabe (2a — a? + + c*— 2be) + 80%°— 40е (а? + be | c?) 
8,0, = 4abe (2b—b? 4 c?4 a?— Әса) + 8c?a?— 4ca (a? 4. be +09) 
8,8, = Яађе (20—c?4 a?4 b2— 2ab) + Sa?b*— 4а (а? 4.2 +e?) 
0,0, + 0,8, 4 0,0, = 4abc(2a4 2b + 2с + 07 +07 407 — Sbc gca ab) 


+ 8 (b%c* + c*%a* + a*b*)—4 (be + ca + ab) (a? 
8,2 = & (bc + ca + ab)? 4 (a? + b? 4 0°)? + 4a?b?c? 
— 4 (be + ca + ab)(a?4 b?4 c?)— Яађе (Әс + Әса + 2ab—a?—b?—-c?) 
= а 4 b* + c4 6 (224 с?а? + a?b?)4. Яа? ф?с? 


—4(be+ ca + ab)(a? + b?4 c?) + 4abc(2a + 2b + 204 а? 4-524. c—2bc—2ca— ab). 


+0% +02) 


Jest więc 
8,0, + 8,8. 4. 8,0,—0,3= — а*—6*—с* 202024 20a? + 2а202 —4а? b? c”. 
Podstawiwszy zaś wyrażenia 


l = 1 — да, m = 1—2b>*, R = 1 — ?е?, 
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wynikające z równań (23), (24), (25), w równaniu 


F EF = 1— — т? —п? + lmn, 
otrzymujemy 
Б, = 1— (1 — 2a2)2— (1—2)52)2 — (1—26?) +2(1— 2a?)(1—262)(1— 2е?) 
chłe 
А р 0 2,2 2,2 252__4n252,2 
EET a*t —b*— c+ 2b?%c*- 2с?а?-- да?ь? — Яа?ђ?с?. (28) 
Jest zatem 
A 
8,8, + 0,0, + 8,8,— 5 = арт (29) 


Mamy więc do wyznaczenia niewiadomych «, 6, ү, 8 równania: 
«w Ha Bay + Zad =P 
Ba HB +6 + 282° = m 
PETE +Y TA = w (80) 
8'2 —pyya=a«$' a £, 
< ' , ` № (abcd) 
(+8,) + (б, +8, )80+(@, +8) +28,8 + C = 

ТАТАТ 
Aby równania te rozwiązać, należy odróżnić przypadki, w któ- 


rych A nie jest równe zeru i jest równe zeru. 
Jeżeli A różnem jest od zera, mamy 


Г 297% 0 M Ө zd 


fa =—A (abed) 
i równania brzmią: 


Ш 
> 


® + GP + dy ыд —.д 
Pa P+ BY. 4 20670 
WWE p T еа 0 
ё#— Ву — ха — af = —A 
A 
(Š +Ó ja + (Š +0,) ZY 0,+0,)7 +20 Š Eg q = 7 = 
? 3 8 1 É ( 0 Vf. Vf, V/. 
Ponieważ wyznaczniki ò, 2,, 3,, 2, nie moga być wszystkie równe 
zeru, jak wynika ze zrównania (29), przeto z pierwszych trzech równań 
wnioskujemy : 
х = tò, Ë = t, t = 63, š' ж се ?,, 
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gdzie £ oznacza niewiadomą. Z dwóch pozostałych równań według (29) 
wynika natenczas 


A 


aa" 
C SAW. Ила SAALE AP: 
“ЛЧ, k NLVANI 
Jest więc 
= – 2 ЖА LA EA 
4 = — 2 Va VA Vf. 3%, 
кедү 


— ŻWANVfB, 
2 VA VVJ. 3. 


Jeżeli A = O, to z równania (28) wynika 
dæ b с = —a'—b*—e* + 20° c'+-2c'a" 2a" b° 
= (a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c) а+б— с) 


і jasnem jest, że ilość a + b + c jest różna od zera, ponieważ żadna 
z ilości a, b, с nie może zniknąć. Położywszy więc 


a. L E 
2ua 2 
widzimy, że równania: 
« + 6 + ay + 20 = Г 
B+B + BY + 28 — m 
va БТВ + Y +28 = = 
ару + r = t (a+) +c) 
rozwiązać można co do niewiadomych «, ,ү,®, ponieważ wyznacznik 


tychże równań ma wartość różna od zera 


ò, 8, 8, 

5 ZEN AT WATA 

Znajdujemy wartości kształtu : 
a=a«, 18,0, Кее, үү, tł, 

ò= — 8б, 


о? 
Il 


г AR 
С. sf (a+-b +o), 
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i z dwóch ostatnich równań układu (30) dla ilości 4 wynikają warunki 
(0,8, +» 8, + ò, +, Š, ta; ò, +6, ò, +20, F = 8,26, ТР k a, of В", zyja 
(abcd) 


(Š, +8,)2, +(Š, +Š, )B + ò, +Š, 128,8, +; у = 0 
ьн үлү» Vf. 


Jest więc 


= V i > F (А ga RF В.т, T 74, 6 W Bo) š 


5. 
Tożsamości znalezione: 


A= U + & 1 + a*W + 248 
= BU+ V + BW + 288 (31) 
C= y'U+ryV+ W + 2ү8 
=— 647) U — yta) V—4(0+E)W+88 
uważać można jako cztery równania liniowe o niewiadomych U, V, W, 8. 
Wyznacznik tych równań [według ostatniego równania układu (30) | 


różnym jest od zera. Można przeto rzeczone równania rozwiązać. Jeżeli 
wypadki otrzymane oznaczymy przez: 


U=p, (w +2) —2(р,®,-Ер,®, + Paa) 2, 
V=% (a; +aż) —2 (9,7, 940, HUT s) % 
W=r, (x; +z?) —2(r,2, +r,2, + rt.) 2, 
S=), (x; 4-а?) — 2 (№, z, Heol, + hz.) 2, , 
to jasnem jest, że każde rozwiazanie zagadnienia musi być jednym 
z układów kół przedstawionych przez równania: 


U=0, VF=0, W=0, 
odpowiadające jednemu i temu samemu układowi wartości pierwiastków: 


Freta 7; РҮ 
EYE Gr URS (89) 
VÆ Үз”. М5, w 


Powstaje pytanie, czy naodwrót każde trzy koła przedstawione 
przez układ równań: 


U=0, V=0, W=0, (88) 
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odpowiadaja zagadnieniu, i czy równanie 
S=0 
przedstawia koło prostokatne do tych kół. 


Z tożsamości (31) dla ilości nieoznaczonych t,, t, t,, £ wynika 


fat 
== Sota f, e f, SE да ra 
Vy. 


Je 2 2 
— = B° fet fa +e Ja tR fa 
(34) Vf, 


{= = Y? fot Y fa fe + 2Y fa 
fa = —% (@+ү)%Ь— alya’) fra — :(« +Ë") za + 8 a . 


Zastąpiwszy ilości nieoznaczone #,, č, t, t, przez: 
Е. "JDR. ORÓR © 
ТЕ ЖЧ! Е ТЬ. 
widzimy, że wyrażenia: 


Ja Ja Je 
EL, =, 

V fi V Ja VJ. V fe 
zadość czynią równaniom 

"RFSRR GR W AE e 

n SBAT Y +P Z 4. 287 

= у 4 Z F MT 

l = (ат) (+a) Y— (u +8) Z+ T 
o niewiadomych X, Y, Z, T. Tym samym równaniom jednakowoż 
czynią także zadość wartości : 

X=1-—2%, Ү=--1, Z=—1L Т. 9, 

jak się o tem łatwym rachunkiem , uwzględniwszy równania (23), (24) 
i (30) przekonać można. Ponieważ zaś równania (35) maja wyznacznik 


różny od zera, przeto jedno tylko rozwiazanie posiadać mogą; musi 
więc być: 


(85) 


J: A fa 
кей — £ Ę кее: un s= — 3, 
u n uya, V. 

а б 
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Tym samym sposobem z tożsamości (34) dla podstawień: 


ў = = Ё = LO га E £ = A 
V, V, Vh Vh 
с; с, с; 4 
t = Vf 5 h = Gi" b = VF? t = T › 
otrzymujemy: 


T r SAR 


fo — 1 fu 1—2, м" 


fa 

Pi RET A 

үл 
r Ж; fa 
£ - жыгыш]: 27 — dh, 
V% VZ. W. k 

Ta = 2y 


Położywszy jeszcze: 
t = d,, 4, = d,, t = d,, t, = d,, 
widzimy, że wyrażenia: 
Joas Fii Jar; fan 
zadość czynia rówaniom: 
{ ==. Ха pa р ЗЕР 
m = Хр Y + 222 + 26Т 
m” 2X „TF ИТ 
fa = — 4(B'+y)X—; (Y +a) Y — )(a'+8)Z+#' T. 
Tym samym równaniom według (30) zadość czynia wartości: 
э ch a, Ү= 6, PM їз T=; 
jest więc: 
Je = 2 Ja = Ë Ja = % Ja =ð. 
Podstawmy dalej P, , p,, Ps, p, zamiast ё, t,, &, t,. Równania 


otrzymane pouczaja, że wyrażenia : 


зз Ља» ер fm 


czynia zadość równaniom : 


Е оа та Y N: 


Vh 


El E ТТА Y + #2 + 2T 


We 
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Р, 


== = үл LN а Żył 


fa == = —4 W + Y) X— (Y +0) Y— (z + 0”) Z + Т. 
Ponieważ zaś te same równania zostaja spełnione i dla wartości : 


X = 1, Y = — 1, 2 = —1, T=0, 
przeto mamy: 


f, = 1, fu = — 1, f, = — 1, 
f = i) 


Podobnym sposobem podstawienia : 


t = gs b = Q; Ё = fs; t, = go 
бол, m hnn ОА = Ta 
В P s hun łe ho. 04 й 


prowadza do równań: 


fw = =4 fa = 1, = = — 1, fa = 0, 
fe; = fe = — 1, fr = 1, fa = 0, 


Równania zatem (33) przedstawiają dla każdego układu wartości 
pierwiastków (32) trzy koła rzetelne albo urojone, odpowiadające za- 
gadnieniu. 

Biorąc każdy z pierwiastków V f,» V,» V f. raz ze znakiem +, 
drugi raz ze znakiem — , otrzymujemy dla Z, m, n cztery układy war- 
tości. Pierwiastki 


NSE оой. 6 ҮТП 
> Аш. ис" ж. 


tworza zatem 64 różnych układów wartości. Dwa układy wartości ріег- 
wiastków Vf,» Vf,» Vf. » z których jeden z drugiego powstaje, 
przez odwrócenie znaku przy każdym z pierwiastków, prowadza do tego 
samego rozwiazania. Jeżeli więc A nie równa się zeru, to istnieje 64 
rozwiazań. Jeżeli zaś А = 0, to dwom wartościom pierwiastka ү £ o zna- 
kach przeciwnych odpowiada tylko jedno rozwiązanie, a rozwiązań jest 32. 


6. 
Koła K,, K,, K, w następujacy sposób wykreślić można. 
Oznaczmy sieć kół, do której dane koła k,, k,, №, należą, przez% 
i weźmy sobie za zadanie, wyznaczyć wiazkę kół W,, która należy do 
sieci Х i której koła przecinaja koło K, pod kątem prostym. 
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W tym celu należy uwzględnić, że, jeżeli znaki pierwiastków 
Ves V "AP V f., zachodzących w wyrażeniach А, В, C, w jakibadź 
sposób obierzemy, to także równania: 

B—C=0, С- А-0, 4—B=0, 
zupełnie są oznaczone i trzy koła potęgowe kół k,, k,, k, przedsta- 
wiaja należące do jednej 1 tej samej wiązki. Przez koła zaś potęgowe 
dwóch kół danych Z, k” rozumiem według Steinera dwa koła, które 
z temiz kołami k', k” należa do tej samej wiązki i których środki są 
punktami podobieństwa kół / i k”. Trzy koła posiadaja trzy pary kół 
potęgowych i trzy koła obrane stósownie z różnych par należa do tej 
samej wiązki. Takich wiązek jest cztery. Jeżeli odwrotnie obierzemy 
jakiebądź trzy koła potęgowe P,, P,, P, kół k,, k,, k,, należące do 


jednej wiazki i przedstawimy je równaniami: 


RER DERM МЕЕ, 


to przez to samo nadaliśmy pierwiastkom \//,, Wi” V £. znaki ta- 
kie, iż ilości Z, m, п mają wartości zupełnie oznaczone. Koła potęgowe 
par (Ж, /,), (2; А), (№, łez) różne od P,, Р,, Р, mają równania: 
Oznaczymy takowe przez Q,, Q,, Q. 
Każde koło sieci Z ma równanie kształtu 
XA + uB + УС = 0. 


Jeżeli takie koło ma przecinać kolo K, pod kątem prostym, to 
mamy warunek 


ja fon f 
AZ 4: 8 т ао 
үх. VA ү 


(1 — 2a3)3X—u—v=0. 


czyli 


Wystarcza wyprowadzić dwa rozwiazania niezawisłe tego równania 
i jako takie zalecaja się: 


А а= 0, u = 15 i= == 0; 
À = +, p = —2, У = ++ 
Wiazka szukana W, jest więc określona przez koła o zrównaniach 
B—(=0 


1 AB; l=0. 


Pierwsze z tych kół jest kołem Р. Pozostaje więc tylko wykreślić 
koło drugie. 


Rozprawy mat.-przyr, T. XXVIII. 12 


www.rcin.org.pl 


90 F. MERTENS. 


W tym celu dla skrócenia położę: 

(1 — af) A— ,(4 — В) = 4 
1— а) А — ; (4— С) = А” 
(О gy) B— | (B—O) „В 
(1—9) В — :(В — А) = В” 
(1— ay) С— ; (C— А) = С 
(4а—@)0— 1(0— В) = с 
,(4+(C) В – Б 

BA —aB' = N 
(1—a$)4410-J 
PAŁ OEI o(B+0)='H. 


Koła przedstawione równaniami: 
Жи ACZ czZKa 0 


krótko oznaczać będę temi samemi głoskami А”, 4”,... H, a wiazkę 
kół określona przez dwa koła k', k”, należace do tejże wiazki dla 
uproszczenia nazywać będę wiązka (W, k”). 


Koło Æ’ jest jednem z dwóch kół potęgowych pary kół (P,, k,). 
Położywszy bowiem dla skrócenia 


A — B = š, (z + 28) — 2 ($, т, + $, 2, + š, Z,) z, , 


otrzymujemy 


рар Э RET || 
czyli 
2901—98) - + үл 
oraz: 


PA (1— ap) ( 23 ЗБЕ 

үл 

Podobnież koła 4”, В’, В”, С, С” sa kołami potęgowemi par kół . 
(А, F, (kę, FE), (А, s), (А, $) (ks; р) 


7, tych sześcin kół potęgowych 
A’, A D: В", C, ү 


KE 1—1 \/1— FE 
wskutek dowolnych znaków pierwiastków a> r, > 


wolno wybrać dowolnie koła 4, C’, C”, które wystarczają do wyzna- 
czenia wiazki W, . 
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Pomyślmy sobie koła Æ, С, С” wykreślone. Z tożsamości 


H = iB(A+ 0)—!a(B40) 


= BO —a0C" 
N =BA —aB 
= 2H + (a—b) С 


J = (, —98)4+ ,Ć 
E (80) 
„(А + O) —a'B 
= J+aN, 

wynika natenczas, że koło H wykreślić można jako koło spólne wiąz- 
kom (Q, , Q,) i (С°, С”), koło N jako koło spólne wiazkom (k,, k,) 
i (H, k,), koło J jako koło spólne wiazkom (k,, k.) i (4, P,), a na- 
reszcie koło R jako koło spólne wiazkom (k,, Q,) i (J, N). 

Podobnym sposobem wyznaczyć można wiązki W, i W,, które 
zawierają względnie koła sieci £, przecinajace koła K, i K, pod katem 
prostym , jeżeli znane są koła А”, B’, В”. Aby koła te otrzymać, na- 
leży nasamprzód wykreślić koła : 


p=hA—|(B+O0)=H(A—0)—0=0 
U = raB — , (C + А) = ү«(В— С)—С = 0 
x = BB — i (A + B) – 3 (С — А) —– А = 0, 


które względnie ва kołami wspólnemi wiazkom (k,, Q) і (Р,, С”, 
(kę, ©Q,) i (P,, ©), (k,, Q,) i (P,, А). Na mocy tożsamości : 


" 


lI 


R 


A” = (7—2xq)4+, C 


= зү(В — 4) — { 
В = (I —Ë B +! С 
= Py (4—3B) — Ф 


B” = (i— aB) B + 1 À 
= ap (0-—:В) — 5 
znajdujemy następnie koła 4”, В’, В” jako koła spólne wiązkom 
(k, ky) i (P, Y), (А, h) i (P,, 9), (6, k) i (P,, 2). 

Kół 4, А”,... H nie potrzeba kreślić, wystarcza bowiem znać 
ich środki. Wyznaczenie zaś koła spólnego dwom wiązkom danym wy- 
maga tylko kreślenia linij prostych. 

Aby po wyznaczeniu wiazki W, wykreślić koło K,, należy wy- 
kreślić koło, przecinające pod katem prostym wszystkie koła wiązki W, 
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i styczne do jednego z kół k,, k, n.p. do koła k,. Zadanie to posiada 
dwa rozwiązania. Punkta styczności kół, które stanowią te dwa roz- 
wiazania, z kołem k,, sa punktami przecięcia koła k, z kołem, nale- 
żącem do wiązki W, i przecinajacem prostokatnie koło k,. Linia łą- 
cząca te punkta także powstaje przez połaczenie środka koła k z bie- 
gunem linii środków kół wiązki W, względem koła k,. 

Dla zwyczajnego zadania Malfattego należy to wykreślenie nieco 
zmodyfikować, ponieważ tu wiązki W,, W,, W, składaja się z kół 
spółśrodkowych. 
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